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Доказательство теоремы Ферма для n = 3
Согласно теореме Ферма, уравнение 
x3 + y3 = z3                                                                                                                           (1)
в целых числах  неразрешимо. Будем вести доказательство от “противного”, то есть будем считать, что имеется тройка целых чисел x, y, z, которая удовлетворяет уравнению (1); указанные искомые целые числа являются взаимно простыми. На основании (1) можно записать неравенство:
(x + y)3 > z3
или 
x + y > z. 
Следовательно, существует целое число p такое, что
x + y = z + p.                                                                                                                        (2)
Возводим левую и правую часть равенства (2) в куб:
x3 + y3 + 3xy(x + y) = z3 + p3 + 3zp(z + p) 
или 

p3 = x3 + y3 – z3 + 3(x + y)(xy – zp).                                                                                   (3)
Так как x3 +y3 – z3 = 0, то формула (3) принимает вид:

p3 = 3(x + y)(xy – zp).                                                                                                         (4)                                                                

Положим
( = xy – zp = xy – z(x + y – z) = z2 – z(x + y) + xy,                                                           (5)
тогда уравнение (4) будет иметь вид:
p3 = 3(x + y)(.                                                                                                                      (6)
С другой стороны, на основании (2) число p3 может быть представлено в виде ряда по степеням числа z:
p3 = [(x + y) – z]3 = –[z – (x + y)]3 = –[z3 –3(x + y)z2 + 3(x + y)2z – (x + y)3].                 (7)
Введём обозначение: 
f = z3 – 3(x + y)z2 + 3(x + y)2z – (x + y)3.                                                                            (8)
Из формулы (7) следует
p3 = –f
 или
f = –p3.                                                                                                                                  (9)
Так как полином (6) делится без остатка на делитель (, то и полином (8), равный –p3, также должен полностью делиться на (. Полином f, который является делимым, имеет третий порядок относительно z, а делитель ( имеет второй порядок относительно z, то, согласно теореме алгебры о делении многочленов, частное должно представляться многочленом первой степени относительно z. Это частное обозначим через (, оно имеет вид
( = z + b0,                                                                                                                          (10)
то есть представляет многочлен первой степени относительно z. Делитель, умноженный на частное, должен быть равен делимому. Значит 
f = ((.                                                                                                                                (11)
Записываем произведение ( на (:
(( = [z2 – z(x + y) + xy](z + b0) = z3 + [b0 – (x + y)]z2 + [xy – (x + y)b0]z + xyb0.       (12)
Если частное (, определяемое по формуле (10), является полным, то, в соответствии с указанной выше теоремой алгебры, многочлены (8) и (12) тождественно равны, а, следовательно, равны и их коэффициенты при одинаковых степенях z. Сравнивая коэффициенты при z2 получаем уравнение:
b0 – (x + y) = –3(x + y), 
из которого имеем
b0 = –2(x + y).                                                                                                                    (13)
Сравнивая коэффициенты при z, имеем уравнение:
xy – (x + y)b0 = 3(x + y)2,
отсюда 
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Наконец, сравнивая свободные члены этих многочленов, получаем
b0xy = –(x + y)3;
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Числа x и y взаимно просты, поэтому величины “b0”, определяемые по (14) и (15) являются дробными числами, они не совпадают с b0, определяемым по (13); однако, если в многочлене (12) частное ( является полным, то числа (14) и (15) должны быть равны числу (13), но этого нет, и, поэтому, частное ( является неполным. Остаток r(z) определяется как разность между многочленами (8) и (12): 
r(z) = f – (( = [3(x + y)2 + xyb0 – xy]z – (x + y)3 – xyb0,                                               (16)
здесь b0 определяется по (13) и является целым числом. Теперь можно записать:
p3 = –f = –((( + r(z)),                                                                                                       (17)
здесь неполное частное ( определяется по (10) и с учётом (13) равно:
( = z + b0 = z – 2(x + y).                                                                                                   (18)
Из формулы (17) имеем
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здесь 
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 – несократимая дробь.

Из формулы же (6) имеем
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Выражения (19) и (20) противоречивы: с одной стороны число 
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 равно целому числу, а с другой стороны выражение для 
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 включает в качестве члена несократимую дробь. Это противоречие устраняется, если не все три числа x, y, z являются целыми. Это противоречие указывает также на то, что исходное уравнение теоремы Ферма (1) в целых числах неразрешимо.

_1152471772.unknown

_1152472416.unknown

_1152472556.unknown

_1152472585.unknown

_1152472448.unknown

_1152472243.unknown

_1152471464.unknown

