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О решении в целых числах уравнения x2 + y2 = z2
Как известно, существует бесконечно большое число “троек” из целых чисел “x”, “y”, “z”, каждая из которых удовлетворяет уравнению 

x2 + y2 = z2;                                                                                                                                 (1)

эти числа иногда называют “Пифагоровыми числами”. Найдём формулы, по которым они определяются, пользуясь тем же подходом, который я применял при доказательстве теоремы Ферма.

Из уравнения (1) следует, что (x + y) > z и, поэтому, существует целое число “p”, связанное с искомыми числами “x”, “y”, “z” уравнением

x + y = z + p.                                                                                                                               (2)     
Возводим левую и правую часть этого уравнения в квадрат, тогда

x2 + 2xy + y2 = z2 + 2zp + p2 
или
p2 = 2(xy – zp) + x2 + y2 – z2.
Так как x2 + y2 – z2 = 0, то

p2 = 2(xy – zp) = 2(z – x)(z – y).                                                                                                (3)

Будем считать, что “x” и “z” числа нечётные, а число “y” число чётное, тогда на основании (3) можно положить

z – x = 2u2;  z – y = v2;                                                                                                               (4)
и, следовательно, число “p2” представить в виде

p2 = 4u2v2.                                                                                                                                   (5)
Отсюда следует

p = 2uv.                                                                                                                                       (6)

Пользуясь (2), (4) и (6) находим x = p + (z – y) = 2uv + v2, поэтому

x = (2u + v)v.                                                                                                                               (7)

Аналогично получаем формулы для “y” и “z”:

y = p + (z – x) = 2uv + 2u2 = 2u(u + v);                                                                                     (8)

z = x + y – p = (2u + v) v + 2u(u + v) – 2uv = 2u(u + v) + v2.                                                  (9)

Легко показать, что на основании (7) – (9) числа “x”, “y”, “z” удовлетворяют исходному уравнению (1); имеем:
x2 + y2 = (2u + v)2v2 + 4u2(u + v)2 = 4u4 + 8u3v + 8u2v2 + 4uv3 + v4;                                    (10)                
z2 = [2u(u + v) + v2]2 = 4u4 + 8u3v + 8u2v2 + 4uv3 + v4.                                                         (10)

В формулах (7) – (9) “u” – любое целое число; “v” – любое целое нечётное число. Если в формулах (7) – (9) положить 
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где “a” – любое целое нечётное число, тогда для чисел “x”, “y”, “z” получаем вариант других формул:

x = (2u + v)v = av;                                                                                                                             (12)               
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Формулами (12) – (14) пользовались учёные древних времён, которые назывались “пифагорейцами”.
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