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Доказательство теоремы Ферма
Теорема Ферма утверждает, что уравнение

xn + yn = zn; n > 2                                                                                                                                      (1) 
не может быть удовлетворено целыми положительными числами.
Доказательство будем вести от противного утверждения: будем предполагать, что существует три целых положительных взаимно простых числа x, y, z, которые удовлетворяют исходному уравнению (1). При этом условии имеет место неравенство

(x + y)n > zn,                                                                                                                                                   
или
 x + y > z.                                                                                                                                                  (2)
Следовательно, существует целое положительное число р равное

р = x + y – z,                                                                                                                                             (3) 
или

x + y = z + p.                                                                                                                                             (4)
Суть доказательства теоремы, которое приводится ниже, заключается в том, чтобы показать, что число pn не может быть целым числом, если выполняются условия (1) и (3).
В дальнейших рассуждениях будем считать, что показатель степени в исходном уравнении (1) является простым числом; такое ограничение не сказывается на общности доказательства. Если показатель степени в (1) считать простым числом, то тогда выражение для бинома Ньютона, которое используется в ходе доказательстве теоремы, может быть представлено в следующем виде:
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Возводя левую и правую часть выражения (4) в n-ую степень и используя формулу (5) получаем уравнение:
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x+y+nxy(x+y)-n(-1)Dxy(x+y)=

=z+p+npz(z+p)-n(-1)Dzp(z+p).

                                                                    (7)   
Отсюда имеем:
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p=x+y-z+n(x+y)(xy-zp)-n(-1)D(x+y)(xy-zp)

.                                   (8)

Так как

xn + yn – zn = 0,
то формула (8) принимает вид:
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p=n(x+y)(xy-zp)-n(-1)D(x+y)(xy-zp)
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Выражение (9) запишем в более краткой форме:
pn = n(x + y)( rn,                                                                                                                                                                  (10)
где

( = xy – zp = (z – x)(z – y) = z2 – z(x + y) + xy,                                                                                    (11)
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Формула (10), по которой определяется число pn, имеет место только в том случае, если числа x, y, z удовлетворяют исходному уравнению теоремы Ферма (1).
С другой стороны число pn на основании формулы (3) может быть представлено в виде ряда по степеням числа z:
pn = [(x + y) – z]n = –[z – (x + y)]n = – [zn – Cn1(x + y)zn-1 + Cn2(x + y)2zn-2 – Cn3(x + y)3zn-3 + … +
+ Cnn-1(x + y)n-1z – (x + y)n],                                                                                                                  (13)
где Cn1, Cn2, Cn3  …, Cnn-2, Cnn-1 являются биноминальными коэффициентами. Они представляют собой известные целые положительные числа.
Приравнивая правые части выражений (10) и (13) получаем уравнение:
zn – Cn1(x + y)zn-1 + Cn2(x + y)2zn-2 - Cn3(x + y)3zn-3 + … + Cnn-1(x + y)n-1z – (x + y)n =
= - n(x + y)( rn.                                                                                                                                      (14)            
Если исходное уравнение теоремы Ферма (1) удовлетворяется некоторой тройкой целых  положительных чисел x, y, z, то эта тройка чисел должна также удовлетворять уравнению (14). Следовательно, исследование исходного уравнения (1) можно заменить исследованием уравнения (14), которое является его следствием.

Из рассмотрения уравнения (14) следует, что частное от деления его левой части на любой из множителей правой части, должно быть целым отрицательным числом. В качестве такого множителя примем число (. Такой выбор можно объяснить тем, что число ( = z2 – z(x + y) + xy представляется полиномом второй степени относительно z, а левая часть уравнения (14) является полиномом n-ой степени относительно числа z и, таким образом, искомое частное будет являться результатом хорошо известного процесса деления полиномов. Искомое частное обозначим через (n, а делимое, т.е. левую часть уравнения (14) для краткости записи обозначим через f, тогда имеем:
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где
f = zn – Cn1(x + y)zn-1 + Cn2(x + y)2zn-2 - Cn3(x + y)3zn-3 + … + Cnn-1(x + y)n-1z – (x + y)n.                 (16)
Ниже будет доказано, что искомое частное (n, определяемое по формуле (15) является несократимой дробью, в то время, как это следует из (14), оно должно быть равно целому отрицательному числу, равному –n(x + y)rn. Если такое противоречие будет установлено, то оно будет являться основой элементарного (общедоступного) доказательства теоремы Ферма.

Переходим к определению частного  (n, которое выражается формулой (15).
Потребуем, чтобы многочлен (16) делился на многочлен (11) полностью, без остатка. Тогда, согласно известной теореме высшей алгебры, частное (n  выражается также некоторым многочленом, произведение которого на делитель обязательно должно быть тождественно равно делимому, т.е. многочлену (16). Так как делимое есть многочлен n-го порядка относительно числа z, а делитель есть многочлен второго порядка, то, в соответствии с указанной теоремой высшей алгебры, искомое частное (n  должно быть полиномом степени     n – 2 относительно z. Представим его в виде:
(n = zn-2 + bn-3 zn-3 +   bn-4 zn-4 + … + b2 z2 +   b1 z + b0,                                                                        (17)
где коэффициенты b0, b1, b2, …, bn-4, bn-3 подлежат определению.
Составляем произведение делителя (11) на искомое частное (17):

((n  = [z2 – z(x + y) + xy](zn-2 + bn-3 zn-3 +   bn-4 zn-4 + … + b2 z2 +   b1 z + b0).
Собирая в этом произведении члены при одинаковых степенях числа z, получаем:
((n  = zn + [bn-3 – (x + y)]zn-1 + [bn-4 – (x + y)bn-3 + xy]zn-2 + [bn-5 – (x + y)bn-4 + xybn-3]zn-3 +
+ [bn-6 – (x + y)bn-5 + xybn-4]zn-4 + [bn-7 – (x + y)bn-6 + xybn-5]zn-5 + … + [b2 – (x + y)b3 + xyb4]z4 + 
+ [b1 – (x + y)b2 + xyb3]z3 + [b0 – (x + y)b1 + xyb2]z2 + [–(x + y)b0 + xyb1]z + b0xy.                        (18)
Полином (16), который представляет делимое, должен быть тождественно равен полиному (18), представляющему произведение делителя (11) на искомое частное (n, следовательно коэффициенты при одинаковых степенях числа z в полиноме (16) и в полиноме (18) должны быть равны. В результате получаем систему уравнений:

bn-3 – (x + y) = – Cn1(x + y);

bn-4 – (x + y)bn-3 + xy = Cn2(x + y)2;

bn-5 – (x + y)bn-4 + xybn-3 = – Cn3(x + y)3; 
bn-6 – (x + y)bn-5 + xybn-4 = Cn4(x + y)4; 

                                   ,…,                                                                                                      (19)
b2 – (x + y)b3 + xyb4 = – Cnn-4(x + y)n-4; 

b1 – (x + y)b2 + xyb3 = Cnn-3(x + y)n-3; 

b0 – (x + y)b1 + xyb2 = – Cnn-2(x + y)n-2; 

– (x + y)b0 + xyb1 = Cnn-1(x + y)n-1; 

b0xy = – (x + y)n. 

Система уравнений (19) содержит n уравнений, количество же искомых неизвестных bn-3, bn-4, bn-5, …, b2, b1, b0 равно n–2, поэтому для их определения используем первые n–2 уравнений, расположенных сверху – вниз.

Эта операция не вызывает трудностей. Например, первое неизвестное bn-3 находится из верхнего уравнения:
bn-3 – (x + y) = – Cn1(x + y)
и равно целому числу:
bn-3 = – (Cn1 – 1)(x + y).
Второе неизвестное bn-4 определяется из следующего уравнения:
bn-4 – (x + y)bn-3 + xy = Cn2(x + y)2
и равно целому числу:

bn-4 = Cn2(x + y)2 + (x + y)bn-3 - xy.
При этом, при решении этого уравнения вовлекается уже определённое число bn-3. Опускаясь таким образом до n–2 уравнения находим все n–2 неизвестных и все они являются целыми числами.
Однако последние два уравнения системы (19) не удовлетворяются полученными корнями. Действительно, из самого нижнего уравнения следует:
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Но так как x и y по условию взаимно просты, то число b0 оказывается на основании нижнего уравнения несократимой дробью, а оно уже определено выше и является целым числом. Подставляя это значение b0 в предпоследнее уравнение получим:
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Отсюда следует, что b1 тоже является несократимой дробью, а не целым числом. Таким образом, в уравнении (15) число (n является неполным частным, что при делении f на ( имеет место некоторый остаток r(z) и вместо (15) надо записать:
f = ((n + r(z).                                                                                                                                         (20)

Для остатка получаем выражение:
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                                         (21)
где b1 и b0 – целые числа.
Итак, основной полином f полностью на ( = z2 – (x + y)z + xy не делится, как это требует уравнение (14). Следовательно, основное уравнение (1) в целых числах неразрешимо. Теорема Ферма доказана.
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