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Предисловие
 Две задачи, решения которых излагаются ниже, являются замечательными в том смысле, что они на протяжении долгого времени привлекают внимание крупных ученых многих стран мира.
Первая из них относится к сопротивлению материалов и связана с определением критической силы в сжатом прямоугольном стержне, материал которого не следует закону Гука.
Как известно, для стержней из линейно упругого материала этот вопрос был исследован Л. Эйлером (1744 г.); приравнивания изгибающий момент, который соответствует бесконечно малому искривлению упругой оси стержня, моменту внутренних сил, он составил уравнение устойчивости и получил формулу для критической силы.
При подсчете момента внутренних сил Эйлер считал, что сечения стержня остаются плоскими и кривизна в любом сечении изогнутой оси определяется по приближенному выражению, не учитывающему влияния угла поворота.
Эти предпосылки при бесконечно малом искривлении оси стержня вполне оправданы; они приводят к заключению, что нейтральная ось поперечного сечения проходит через центр тяжести, а нормальные напряжения, как в зоне догрузки, так и в зоне разгрузки равны произведению модуля упругости, как константы, на величину продольной деформации точки, в которой определяется напряжение и, следовательно, меняются по закону наклонной линии.
Если потеря устойчивости стержня происходит за пределом упругости, то нормальные напряжения, как в зоне догрузки, так и в зоне разгрузки будут пропорциональны не модулю упругости, а секущему модулю, который сам зависит нелинейным образом от продольной деформации в рассматриваемой точке, в соответствии с диаграммой «напряжение-деформация». Другими словами, при исследовании устойчивости сжатого стержня за пределом упругости надо привлекать законы деформационной теории пластичности. Однако, известные исследования в этом направлении не учитывают этого обстоятельства.
Так, Ф. Энгессер (1899 г.) при выводе формулы для критической силы за пределом упругости предположил, что напряжения в любой точке сечения определяются по закону Гука, но при этом обычный модуль упругости он заменил, на так называемый касательный модуль. 
Так как в решении Ф. Энгессера зоны догрузки и разгрузки не различаются, то Т. Карман (1909 г.), для уточнения решения, предложил двухмодульную модель поперечного сечения: в зоне догрузки имеет место касательный модуль, а в зоне разгрузки остается обычный модуль упругости.
Однако, это решение Т. Кармана, как и решение Ф. Энгессера, не обосновано в, следствии того, что каждую из зон он считает линейно упругой.
Вторая замечательная задача относится к теории чисел; она представляет собой хорошо известную, даже в популярной литературе по математике, «Великую теорему Ферма».

Эта теорема была высказана французским математиком Пьером Ферма в середине 18 века; она утверждает, что сумма одинаковых степеней двух целых чисел не может равняться той же степени некоторого третьего целого числа, при этом показатель степени предполагается также целым числом большим двух.

Доказательство теоремы Ферма пытались получить многие математики, однако до сих пор в общем виде оно не найдено.

В своих записках Ферма упоминает, что он располагал удивительным доказательством этой теоремы, но оно осталось необнародованным.

Предлагаемое доказательство, возможно, является тем «удивительным», на которое намекал Ферма. Так ли это?
На этот вопрос никто никогда не ответит. 
О критической силе в сжатом стержне за пределом упругости

Классическую формулу Эйлера, по которой определяется значение критической силы в сжатом стержне, находящемся в линейно упругом состоянии, можно обобщить на случай, когда стержень теряет устойчивость за пределом упругости.

Предположим, что диаграмма сжатия ( = Ф(() имеет вид, показанный на рис. 1. На диаграмме выделяются два участка: первый участок, представленный наклонной прямой ОА, выражает закон Гука, а второй, представленный кривой АВ, соответствует нелинейной зависимости между напряжениями и деформациями при наличии упрочнения материала. 
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Рис. 1

Будем считать, что точка М на диаграмме является точкой бифуркации равновесного состояния сжатого стержня: её координата (0 является критической деформацией, а координата (0 – критическим напряжением. В момент разветвления равновесных состояний придадим стержню бесконечно малое изгибное возмущение, характеризуемое бесконечно малой функцией кривизны (к и соответствующей ей бесконечно малой функции прогиба (w.

Для определённости примем стержень за шарнирную опертую балку, у которой под действием указанного бесконечно малого изгиба нижние волокна растягиваются, а верхние - сжимаются. Тогда в той части поперечного сечения, которое расположено выше нейтральной оси, будет иметь место догрузка, а в нижней части поперечного сечения будет разгрузка.

Предполагаем, что догрузка идёт по кривой МВ диаграммы, показанной на рис. 1, а разгрузка, как это принято считать, по прямой наклонной МС, которая параллельна начальному участку диаграммы ОА.

Так как сечение балки при изгибе остаётся плоским, то все волокна поперечных сечений получают дополнительную деформацию:

                                      d2(w
(( = (кz; (к = - ((                                                                                                                     (1)

                                       dx2 
Здесь через (к обозначена бесконечно малая кривизна, а через (w бесконечно малая функция прогиба; оси x и z показаны на рис. 2.                                                 
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Рис. 2

Дополнительные напряжения, вызываемые изгибом, записываем отдельно для каждой зоны поперечного сечения. Для зоны 1, расположенной выше нейтральной оси, имеем:

((1 = (1 - (0                                                                                                                                     (2)

Значение напряжения (1 = Ф((1) представим в виде ряда Тейлора, записанного через значения функции  Ф(() и её производные в точке М:

                                  dФ           ((1 - (0)2  d2Ф    

(1 = Ф((0) + ((1 - (0) ( ((0) + (((   (( ((0) + … =
                                            d(                2         d(2                
[image: image30.wmf];

)

(

d

d

Ф

)

(

Ф

2

)

Ф(

2

2

0

0

0

0

l

p

=

e

e

-

e

e

e

                                  

                                                                                                                                                         (3)

На основании (2) и (3) получаем

[image: image31.wmf]y

i

l

=

l


                                                                                                                                                         (4)                                        

Для бесконечно малых значений ((1 в разложении (4) можно ограничиться первым членом. Учитывая, что dФ((0)/d( есть касательный модуль в точке М, который обозначим через Е1, для ((1 получаем выражение:

((1 = Е1((1                                                                                                                                     (5)
В этой формуле ((1 и ((1 представляют собой функции координаты z в пределах зоны 1, которая является зоной догрузки.

Для зоны 2, являющейся зоной разгрузки, напряжения будут уменьшаться на величину ((2, определяемую выражением:

((2 = Е2((2                                                                                                                                     (6)
Здесь Е2 есть тангенс угла наклона линии разгрузки (рис. 1); ((2 и ((2 бесконечно малые функции координаты z зоны 2.

Таким образом, зависимость между напряжениями и деформациями в точках поперечного сечения стержня при бесконечно малом изгибном возмущении определяется прямой М – 1 в зоне догрузки и прямой М – 2 в зоне разгрузки (рис. 1).

Отношение полного напряжения к полной деформации в точках указанных прямых даёт значение секущего модуля в этих точках; секущий модуль в зоне догрузки обозначим через (1, а в зоне разгрузки через (2. Для определения секущих модулей имеют место формулы:
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Ввиду малости величин ((1/((0, ((2/((0 по сравнению с единицей в разложениях (7) и (8), расположенных в квадратных скобках, оставляем только первые степени; тогда указанные формулы принимают вид:

                 (кz         E1          

(1 = (0 [ 1+ (( (1 - ( )]; z<0                                                                                                    (9)

                                 (0                (0
                                 (кz         E2          

 (2 = (0 [ 1+ (( (1 - ( )]; z>0                                                                                                 (10)                                                                                   

                                  (0                (0
Здесь через (0 обозначен секущий модуль точки бифуркации М; он задан и определяется выражением:

                  (0     Ф((0)                                                  

(0 = ( = ((                                                                                                                                                                                            (11)                                         

                  (0            (0                                         

После того, как сжатый стержень потеряет устойчивость, т. е. перейдёт в состояние бесконечно малого изгиба, в сечениях стержня кроме сжимающей силы N будет иметь место бесконечно малый изгибающий момент (М, при этом продольные деформации и нормальные напряжения в точках поперечного сечения определяются формулами:

( = (0 + (кz                                                                                                                                    (12)
( = (( = (((0 + (кz)                                                                                                                    (13)                                                                                                                 
В формуле (13) через ( обозначен секущий модуль, выражение которого для зоны догрузки определяется формулой (9), а для зоны разгрузки - формулой (10).

Пользуясь (12) и (13) записываем выражения для бесконечно малого изгибающего момента и сжимающей силы:

(М =∫(zdF = (0 ∫(zdF + (к∫ (z2 dF                                                                                     (14)                                           

      F                          F                              F     

          N =∫(dF = (0 ∫(dF + (к ∫(zdF                                                                                              (15)                                                                                                                                                                                      

                 F                         F                            F     

Вводя обозначения, предложенные А. А. Ильюшиным

I1 =∫(dF; I2 =∫(dzF; I3 =∫(z2 dF                                                                                          (16)
         F           F           F
формулы представим в виде:

(М = (кI3 + (0I2                                                                                                                           (17)
N = (0I1 + (кI2                                                                                                                               (18)                                                                                                         
Функции I1, I2, I3 выражают собой жёсткости поперечного сечения стержня, деформируемого при совместном изгибе и сжатии за пределом упругости; функция I1 является жёсткостью при сжатии; I3 – жёсткостью при изгибе; I2 - смешанной жёсткостью.

В соответствии с (9), (10) и (16) для указанных жёсткостей получаем формулы:

                            (к                       (к            

I1 = (0F + ( (0 (S1 + S2) - ( (E1S1 + E2S2);
                             (0                        (0           

                                        (к                        (к            

I2 = (0 (S1 + S2) + ( (0 (B1 + B2) - ( (E1B1 + E2B2);                                                              (19)
                                         (0                         (0           
                                         (к                        (к            
I3 = (0 (B1 + B2) + ( (0 (C1 + C2) - ( (E1C1 + E2C2)
                                          (0                         (0           
где
S1 = ∫zdF; S2 = ∫zdF; B1 = ∫z2dF; B2 = ∫z2dF;                                                                       (20)
                   F1                        F2                         F1                           F2

C1 = ∫z3dF; С2 = ∫z3dF                                                                                                               (21)
                             F1                           F2                         
В этих формулах S1, S2  - статические моменты площадей зоны догрузки и зоны разгрузки относительно оси у (рис. 2); В1, В2 – осевые моменты инерции тех же площадей относительно нейтральной оси; С1, С2 – новые геометрические характеристики, определяемыми выражениями (21).

Запишем основное уравнение (17) с учётом соотношений (19):

                                         (к                   (к                                                          (к            
(М = (к{(0 (B1 + B2) + ( (C1 + C2) - ( (E1C1 + E2C2)} + (0{(0 (S1 + S2) + ( (0 (B1 + B2) – 

                                          (0                    (0                                                            (0           
  (к                   
- ( (E1B1 + E2B2)}                                                                                                                       (22)                                                                  
             (0                                                           
Из этого уравнения следует, что если кривизна (к, а, следовательно, и момент (М функции бесконечно малые, то и величина  S1 + S2, представляющая собой статический момент поперечного сечения должна быть бесконечно малой, поэтому нейтральная ось должна проходить через центр тяжести поперечного сечения.

Это условие будет выполнено только в том случае, если разгрузка в начальной стадии, когда сжатый стержень подвергается бесконечно малому изгибу, будет проходить по плавной кривой М – 2 (рис. 3), а не по наклонной прямой М – 2 (рис. 1). 
                                                                                              В  
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Следовательно, к точке М слева подходят две кривые: кривая АМ, уравнение которой ( = F(() и кривая разгрузки 2 – М, уравнение которой запишем в виде ( = f((). Эти кривые в точке М имеют общую касательную, тенгенс наклона которой Е1 есть касательный модуль.

Зависимость между приращениями ((1 и ((1 была получена ранее, она представлена формулой (5); формула (6), которая связывает приращения ((2 и ((2, относящиеся к точке 2, должна быть заменена.

Значение функции ( = f(() запишем в виде ряда Тейлора через значения, которые принимает она и её производные в точке разветвления М.  

                                                                                                                                                                 (23)

Так как f((0) = F((0) = (0, то
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                                                                                                                                                       (24)                      

Отбрасывая величины более высокого порядка малости по сравнению с первым членом ряда (24) и учитывая, что


                       , получаем:

((2 = Е1((2                                                                                                                                   (25)       

Формулы (5) и (25) показывают, что в начальной стадии разветвления равновесного состояния сжатого стержня, когда имеет место бесконечно малое изгибное возмущение, догрузка и разгрузка идут по касательной в точке М; нейтральная ось ещё не успевает сместиться и проходит через центр тяжести поперечного сечения. Следовательно, статический момент может быть принят равным нулю и уравнение (22), связывающее бесконечно малый изгибающий момент и бесконечно малую кривизну, как функции координаты x принимает вид:

(М = (к(2(0 – Е1)Iy                                                                                                                                                                               (26)
Здесь Iy = B1 + B2 есть осевой момент инерции поперечного сечения относительно нейтральной оси; Е1 – касательный модуль упругости.


Так как (М = N(w;                    
,  то  уравнение  (26)  записывается  в  форме  уравнения устойчивости Эйлера:












                                                                                                                                                                 (27)

          Вводя обозначения

                                                                                                                                                       (28)

получаем основное соотношение как результат интегрирования уравнения (27) применительно к шарнирно опёртому стержню длинной l:

                                                                                                                                                       (29)

Отсюда следует формула для определения критической деформации, при которой наступает потеря устойчивости сжатого шарнирно опёртого стержня за пределом упругости:                                                                          
[image: image2.wmf]

                                                                                                                                                       (30)                                                        

Вывод этой формулы опирается на уравнение (17), которое связывает изгибающий момент и кривизну при изгибе сжатого стержня в рамках деформационной теории пластичности. Оно является частным случаем более общих зависимостей, построенных для тонких оболочек А. А. Ильюшиным.

ЛИТЕРАТУРА

1. А. А. Ильюшин. Пластичность. Гостехиздат, Москва, 1948г., стр. 161.

Доказательство теоремы Ферма
Теорема Ферма утверждает, что не существует трёх целых чисел x, y, z которые бы удовлетворяли уравнению:

xn + yn = zn; n>2                                                                                                                             (1)

В соответствии с формулировкой этой теоремы математики ставили своей целью показать, что для целых значений показания степени n>2 двучлен xn + yn не может быть разложен на ”n” подходящих множителей из целых положительных чисел. На этом пути как элементарными подходами, так и посредством мощного аппарата теории алгебраических чисел Куммера было получено доказательство задачи для многих простых показателей степени  ”n”, но полного её решения до сих пор не найдено.

Полученные в этом направлении результаты были добыты таким тяжёлым трудом, что дальнейшие попытки доказать теорему элементарными методами кажутся безнадёжными.

Несмотря на указанные трудности нет оснований исключить такую возможность при решении задачи. В качестве подтверждения я предлагаю следующий элементарный подход, который, как мне кажется, приводит к поставленной цели.

На основании исходного уравнения (1) можно утверждать, что

(x + y)n > zn и x + y > z.

Следовательно, существует целое положительное число р, удовлетворяющее равенству:

x + y = z + p                                                                                                                                   (2)        

Воспользуемся видоизменённой записью бинома Ньютона для простых значений показателей степени ”m”:


                                                                                                                                 ;  

                     
                                                                                                                                                        (3)

Это разложение бинома не приводится в общеизвестных справочниках по элементарной математике, но оно, по-видимому, используется в специальной литературе.

Возведём левую и правую части равенства (2) в n-ую степень, тогда, с учётом (1) и (3), получим выражение для рn в виде

pn = n(x + y)(z – x)(z – y)rn;
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                                                               (4)                                                                                                                             

          Здесь u = xy; v = zp.       

С другой стороны на основании (2) число рn можно представить в виде            полинома n-ой степени относительно z, который обозначим через f:
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      (5)                                                                                                                                                      

Из отношений (4) и (5) следует


                                                                                                                                                                  (6)
где ( представляет собой полином второй степени:

( = (z – x)(z – y) = z2 – (x + y)z + xy                                                                                            (7)

Так как левая часть уравнения (6)  целое отрицательное число, то частное f/( должно быть целочисленным полиномом n-2 степени относительно z, обозначим его через ( и представим его в виде

( = zn-2 + bn-3zn-3 + bn-4zn-4 + ... + b1z + b0                                                                                    (8)                            

          В результате получаем два соотношения:

          -n(x + y)rn = (                                                                                                                               (9)

          (( = f                                                                                                                                           (10)

          Произведение полиномов на основании (7) и (8) приводит к выражению:

          (( = zn + [bn-3 – (x + y)]zn-1 + [bn-4 – bn-3(x + y) + xy]zn-2 + [bn-5 – bn-4(x + y) +    

           + bn-3xy]zn-3 + ... + [b1 – b2(x + y) + b3xy]z3 + [b0 – b1(x + y) + b2xy]z2 + [-b0(x + 

           + y) + b1xy]z + b0xy                                                                                                                   (11)               

Полиномы (5) и (11) тождественно равны друг другу, поэтому коэффициенты этих полиномов при одинаковых степенях ”z” должны быть равны между собой; это условие приводит к следующей системе уравнений для определения n-2 коэффициентов b0, b1, ... , входящих в состав полинома (:

b0xy = -C0n(x + y)n;

-b0(x + y) + b1xy = -C1n(x + y)n-1;

b0 – b1(x + y) + b2xy = - C2n(x + y)n-2;

b1 – b2(x + y) + b3xy = C3n(x + y)n-3;                                                                                           (12)

                          ,.......,

bn-6 – bn-5(x + y) + bn-4xy = -Cnn-4(x + y)n-4;

bn-5 – bn-4(x + y) + bn-3xy = -Cnn-3(x + y)n-3;                                                                                             

Здесь через С0n, C1n, ... , Cnn-3 обозначены  биномиальные коэффициенты.    

Решая систему (12) получаем следующую формулу для определения коэффициента bk:

                                    k                  t    

         bk = (x + y)n-2-k ([(-1)t+1 ( Cik-t Cnt-i](k+1-t = (x + y)n-2-k[-(k+1 + (C0k-1C1n+ C1k-1C0n)(k -

                                   t=0                i=0   
         -(C0k-2 C2n + C1k-2 C1n + C2r-2 C0n)(k-1 + (C0k-3 C3n + C1k-3 C2n + C2k-3 C1n + C3k-3 C0n)(k-2 –

          - ...];                                                                                                                                              (13)

         ( k= 0, 1, 2, ... , n – 3)

         Здесь введено обозначение:

                (x + y)2 

( =  ((                                                                                                                                       (14)

                   xy                                      

По условию задачи целые числа x, y являются взаимно простыми, поэтому число ( есть несократимая дробь, а, следовательно, коэффициент bk, определяемый по формуле (13) также является дробным числом; в частности:

                                             (x + y)n         

          b0 = - (x + y)n-2 ( = - ((                                                                                                           (15)

                                                xy

В результате мы приходим к выводу, что полином (, в соответствии с формулой (8), является дробным числом; но тогда уравнение (9) в целых числах невозможно, так как левая часть этого уравнения есть целое число. Отсюда приходим к заключению, что исходное уравнение (1), следствием которого является уравнение (9), в целых числах x, y, z существовать не может.
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